
Teoretická £ást - 10.1.2022

1. (a) De�nujte Gâteauxovu derivaci ve sm¥ru, Gâteauxovu de-
rivaci a Fréchetovu derivaci (2, 5 bodu).

(b) Zfromulujte a dokaºte základní lemma varia£ního po£tu
(3 body).

(c) Uvaºte následující mnoºiny

H1 = {h ∈ C1([−2, 1]) : h(−2) = h(−1) = h(0) = h(1) = 0},

H2 = {h ∈ C1([−2, 1]) : h(q) = 0, q ∈ Q ∩ [0, 1]}.
Rozhodn¥te o platnosti níºe uvedených tvrzení pro funkci
f ∈ C([−2, 1]).

i. Pokud platí ∫ 1

−2
fg = 0, g ∈ H1,

potom f = 0 na [−2, 1].

ii. Pokud platí ∫ 1

−2
fg = 0, g ∈ H2,

potom f = 0 na [−2, 1].

(1 bod)

(d) Uvaºujme Banach·v prostor (X, || · ||) a na n¥m funkcionál
F mající v bod¥ x ∈ X Fréchetovu derivaci L. Dokaºte,
ºe F má v bod¥ x Gâteauxovu derivaci a ºe tato je rovn¥º
rovna L (1, 5 bodu).
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2. (a) De�nujte Lebesgueovsky m¥°itelnou mnoºinu, Lebesgue-
ovu míru, σ-algebru a míru (3 body).

(b) Rozhodn¥te o platnosti níºe uvedených tvrzení pro dva m¥-
°itelné prostory (X,Σ) a (X,Γ).

i. (X,Σ ∪ Γ) je m¥°itelný prostor.

ii. (X,Σ ∩ Γ) je m¥°itelný prostor.

V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (1, 5 bodu).

(c) Rozhodn¥te o platnosti níºe uvedených tvrzení pro dv¥
míry µ a ν na stejném m¥°itelném prostoru (X,Σ).

i. Zobrazení A 7→ µ(A)+ν(A), A ∈ Σ, je míra na (X,Σ).

ii. Zobrazení A 7→ µ(A) ·ν(A), A ∈ Σ, (s konvencí 0 ·∞ =
∞ · 0 = 0) je míra na (X,Σ).

V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (1, 5 bodu).

(d) Rozhodn¥te o platnosti níºe uvedených tvrzení (fakt, ºe
(R, λ1,Λ1) je prostor s mírou, dokazovat nemusíte).

i. Zobrazení A 7→ λ1(A ∩ [−1, 1]), A ∈ Λ1, je míra na
(R,Λ1).

ii. Zobrazení A 7→ λ1(A ∪ [−1, 1]), A ∈ Λ1, je míra na
(R,Λ1).

V²e °ádn¥ zd·vodn¥te (1 bod).
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3. (a) De�nujte k°ivku, regulární k°ivku a opa£nou k°ivku. De�-
nujte k°ivkový integrál 1. a 2. druhu (4 body).

(b) Zformulujte a dokaºte v¥tu o výpo£tu k°ivkového integrálu
2. druhu pomocí potenciálu (2 body).

(c) Rozhodn¥te o platnosti níºe uvedených tvrzení pro funkci
f : R2 → R, f(x, y) = x2 + y2, a zobrazení F : R2 → R2,
F (x, y) = (x2, y2).

i. Existuje regulární C1 k°ivka γ : [0, 1]→ R2, ºe∫
〈γ〉
f ds <

∫
〈	γ〉

f ds.

ii. Existuje regulární C1 k°ivka γ : [0, 1]→ R2, ºe∫
〈γ〉
f ds =

∫
〈	γ〉

f ds.

iii. Existuje regulární C1 k°ivka γ : [0, 1]→ R2, ºe∫
〈γ〉
F ·
−→
ds <

∫
〈	γ〉

F ·
−→
ds.

iv. Existuje regulární C1 k°ivka γ : [0, 1]→ R2, ºe∫
〈γ〉
F ·
−→
ds =

∫
〈	γ〉

F ·
−→
ds.

(2 body)
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