Teoreticka ¢ast - 10.1.2022

1. (a) Definujte Gateauxovu derivaci ve sméru, Gateauxovu de-
rivaci a Fréchetovu derivaci (2,5 bodu).

(b) Zfromulujte a dokazte zékladni lemma varia¢niho po¢tu
(3 body).

(c) Uvazte nasledujici mnoziny
Hy = {h € C'([-2,1]) : h(=2) = h(-1) = h(0) = h(1) = 0},

Hy = {h € C*([-2,1]) : h(qg) =0,q € QN [0, 1]}.
Rozhodnéte o platnosti nize uvedenych tvrzeni pro funkci
feC(-2,1]).

i. Pokud plati

1
/ fg:07 QEHl,
—2

potom f =0 na [—2,1].

ii. Pokud plati
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potom f =0 na [—2,1].
(1 bod)
(d) Uvazujme Banachiv prostor (X, ||-||) a na ném funkcional
F majici v bodé x € X Fréchetovu derivaci L. Dokazte,

ze F' ma v bodé x Gateauxovu derivaci a ze tato je rovnéz
rovna L (1,5 bodu).



2. (a) Definujte Lebesgueovsky méfitelnou mnozinu, Lebesgue-
ovu miru, o-algebru a miru (3 body).

(b) Rozhodnéte o platnosti nize uvedenych tvrzeni pro dva mé-
fitelné prostory (X, %) a (X,T).
i. (X,XUT) je méfitelny prostor.
ii. (X,XNT) je méfitelny prostor.
Vse radné zdavodnéte (1,5 bodu).
(¢) Rozhodnéte o platnosti nize uvedenych tvrzeni pro dvé
miry p a v na stejném méfitelném prostoru (X, 3).
i. Zobrazeni A — p(A)+v(A), A € ¥, je mira na (X, X).
ii. Zobrazeni A — p(A)-v(A), A€ X, (s konvenci 0-0o0 =
oo -0 =0) je mira na (X,Y).
Vse radné zdavodnéte (1,5 bodu).
(d) Rozhodnéte o platnosti nize uvedenych tvrzeni (fakt, Ze
(R, A, A1) je prostor s mirou, dokazovat nemusite).
i. Zobrazeni A — M (AN [-1,1]), A € Ay, je mira na
(R, Ay).
ii. Zobrazeni A — A\ (AU[-1,1]), A € Ay, je mira na
(R, Ay).
Vse fadné zdiavodnéte (1 bod).



3. (a) Definujte k¥ivku, regularni kiivku a opa¢nou kiivku. Defi-
nujte kiivkovy integral 1. a 2. druhu (4 body).

(b) Zformulujte a dokazte vétu o vypoctu kiivkového integralu
2. druhu pomoci potencidlu (2 body).

(c) Rozhodnéte o platnosti nize uvedenych tvrzeni pro funkci
[ R* 5 R, f(z,y) = 2% + y?, a zobrazeni F : R? — R?,
F(z,y) = (2%, %)

i. Existuje regularni C! kiivka v : [0,1] — R?, Ze
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ii. Existuje regularni C! k¥ivka v : [0,1] — R?, Ze

fds= f ds.
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iii. Existuje regularni C! kiivka v : [0,1] — R?, Ze
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iv. Existuje regularni C! kiivka v : [0,1] — R?, Ze
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